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1．はじめに 
角柱による波動散乱問題の解析は，電磁界理論，レーダ
断面積の分野において基本的かつ重要な課題であり，これ
まで数多くの研究者により種々の手法を用いて解析されて
きた．角柱の典型的な形状は断面が方形であるような四角
柱であり，過去において，媒質が完全導体の場合[1][2]，誘
電体の場合[3][4]に関し，多くの論文が発表されている．小
林らは，Wiener-Hopf 法を適用して完全導体四角柱[5][6]，誘
電体四角柱[7]-[9]による平面電磁波の回折問題を厳密に解
析し，高精度の解を得た． 
本研究は小林らのこれまでの研究の延長線上に位置づけ
られるものであり，論文[7]-[9]における解析の一般化を行っ
ている．特に，誘電率と透磁率が一定であるような媒質か
らなる四角柱による平面電磁波の回折問題を取り上げ，H
波入射の場合に関し，Wiener-Hopf 法による厳密な解析を行
っている．本研究の解析結果は，角柱断面の幅が波長程度
以上であれば，任意の寸法に関し有効である．文献[10]にお
いて，小林らは角柱の厚みが波長に比べて薄い場合に関し，
近似境界条件と Wiener-Hopf 法を併用した手法により解析
を行なっているが，本研究の結果はこの近似解析の妥当性
を検証するために用いることができる．なお，同一の形状
に関する E 波入射の解析は，既に論文[11]で行われている． 
散乱界の Fourier 変換を導入し，角柱の表面における境界
条件を厳密に考慮することにより，この問題は未知スペク
トル関数が満足する連立 Wiener-Hopf 方程式として定式化
することができる．Wiener-Hopf 方程式に積形式と和形式の
分解操作を施すことにより，厳密解が得られる．しかし，
この解には未知数を一般項に持つ無限級数，及び未知関数
を被積分関数に持つ無限積分が含まれるため，形式解に過
ぎない．そこで，角柱の幅が波長に比べて十分大きいとの
仮定の下で高周波漸近解を導いている．以上の結果に
Fourier 逆変換を施し，鞍部点法を適用することにより．散
乱遠方界の漸近表現を得ている． 
本研究の内容は文献[12]において発表済みである．以下に
おいて，電磁界の時間因子は i te w- とし，すべて省略する． 
2．変換波動方程式 
 図 1 に示すような四角柱（比誘電率 re ，比透磁率 rm ）に
よる平面電磁波の回折問題を Wiener-Hopf 法により解析す
る．角柱は y 軸方向に一様で変化がないものとし， H 波が
入射する場合を取り上げることとする． 
 全磁界 ( , ) ( , )t tyx z H x zf é ùºê úë û を，入射界 ( , )
i x zf 及び散乱界
( , )x zf を用いて次のように定義する． 
 ( , ) ( , ) ( , ).t ix z x z x zf f f= +  (1) 
但し， 1/20 0[ ( ) ]w m e=k を自由空間中の波数として， 
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このとき，境界条件，放射条件，端点条件を用いて以下に
示す 2 次元波動方程式の解を決定する問題に帰着される． 
 2 2 2 2 2/ / ( , ) ( , ) ( , ) 0.tx z x z x z k x ze m fé ù¶ ¶ +¶ ¶ + =ê úë û  (4) 
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である．零でない電磁界成分は，式(4)の解 tf を用いて次の
関係式より導くことができる． 
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 解析の都合上，媒質に微小損失を導入し，波数 k が微小
の正の虚部をもつものと仮定する．すなわち， 
 1 2 2 1, 0 .= + < k k ik k k  (8) 
このとき，放射条件により次式が成り立つことが分かる． 
 ( )2 cos( , ) , .qf -= ¥k zx z O e z  (9) 
従って， ( , )x zf の z に関する Fourier 変換を 
 1/ 2( , ) (2 ) ( , ) ,a p f a s t¥-
-¥
F = = +ò 　 iazx x z e dz i  (10) 
により定義すれば， ( , )x aF は帯状領域 2 0coskt q< において
正則となる．又，便宜上，次の Fourier 積分 
 
1/ 2 ( )
, 1/ 2
1 ,
( , ) (2 ) ( , ) ,
( , ) (2 ) ( , )
i z a
oa
a
r o i z
r oa
x x z e dz
x x z e dz
a
a
a p f
a p f
¥-
 
-
-
üïïF = ïïýïïF = ïïþ
ò
ò

 (11) 
を導入すると， ( , )x aF は半平面 t >< 2 0cosk q において正
則であり， ,1 ( , )aFr o x は整関数であることが分かる．以後，t
>< 2 0cosk q で正則な関数，整関数には各々，添字 ，1 を
つけてその解析的性質を表すこととする．以下においては，
式(10)で定義される未知スペクトル関数 ( , )x aF の満足する
変換波動方程式を導く． 
 領域 x b> においては媒質の不連続面が存在しないため，
図 1．四角柱． 
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式(1)，(4)より次式が得られる． 
 ( )2 2 2 2 2/ / ( , ) 0.ox z k x zf¶ ¶ +¶ ¶ + =  (12) 
式(12)の両辺に Fourier 変換を施し，式(9)を考慮すると，a が
帯状領域 2 0cost q< k に属するものとして次式が導かれる． 
 ( )2 2 2/ ( , ) 0.d dx xg a- F =  (13) 
但し， 
 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ), .
i a o i ax e x x e x x ba aa a a a- - +F = F +F + F >  (14) 
又，g はa の 2 価関数であり， 2 2 1/2( )kg a= - により定義さ
れる．g の分岐は Re 0g > なるものを採用する．式(13)は領
域 x b> における変換波動方程式である． 
 領域 x b< においては， z a= に媒質の不連続面が存在
するため，変換波動方程式の導出にあたり，少々注意を要
する．式(11)を考慮すると，式(10)は次のように書くことが
できる． 
 1 ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ), .
i a r i ax e x x e x x ba aa a a a- - +F = Y +F + Y <  (15) 
但し， 
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式(16)より， ( ) ( , )x a+Y は 1 位の極 0coska q= を除き，上半
平面 2 0coskt q>- において正則であることが分かる．以後，
このような性質を持つ関数には添字 ( )+ をつけ，その正則性
を示すこととする． 
角柱の存在する区間 z a< において，式(4)は次の形をと
ることに注意する． 
 ( )2 2 2 2 2/ / ( , ) 0.e m f¶ ¶ +¶ ¶ + =r r rx z k x z  (17) 
式(17)の両辺に 1/2(2 ) i ze ap - を掛け， z について a- から a ま
で積分し，式(11)第 2 式の記法を用いれば，任意のa に対し， 
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を得る．但し， 
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又，式(18)において ( )1/22 2r rka e mG= - であり，Gの分岐は g
の場合と同様，Re 0G> なるものを採用する．角柱の存在し
ない区間 z a> においては式(4)より式(12)が得られるから，
式(12)の両辺に 1/2(2 ) i ze ap - を掛け， z について-¥から a-
まで積分した後に境界条件 
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を用いて整理すれば，a が下半平面 2 0coskt q< に属するも
のとして次式が導かれる． 
 ( )2 2 2 1 1 1/ ( , ) ( ) ( ).rd dx x f x i g xg a e a--- Y =- +  (21) 
同様にして式(12)の両辺に 1/2(2 ) i ze ap - を掛け， z について a
から¥まで積分し，式(20)を考慮すると，a が 0cosk q を除
く上半平面 2 0coskt q>- に属するものとして 
 ( )2 2 2 1( ) 2 2/ ( , ) ( ) ( )rd dx x f x i g xg a e a-+- Y = -  (22) 
を得る．式(15)を考慮すれば，式(18)，(21)，(22)が領域 x b<
における変換波動方程式であることが分かる． 
3．連立 Wiener-Hopf 方程式 
 前節において述べたように g の分岐は Re 0g > であった
から，放射条件および境界条件 
 ( 0, ) ( 0, )b ba aF  + =F  -  (23) 
を考慮すれば，領域 x b> における変換波動方程式(13)の解
は以下のように表すことができる． 
 ( )( , ) ( , ) , .x bx b e x bga a >F =F  <   (24) 
次に，領域 x b< における変換波動方程式(18)，(21)，(22)
の解を求める．媒質の不連続に起因して現れる非斉次項
( ), ( )m mf x g x ( 1,2)m = を便宜上，以下に示す Fourier 正弦級
数に展開する． 
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この展開を考慮すると，式(18)，(21)，(22)の解は以下のよ
うに表すことができる． 
 
( ) ( )
( )
1 ,2
2 2
1
sinh ( )( , ) ( , )
sinh 2
sinh ( )( , )
sinh 2
( )1 sin ( ),
2
r
n n
n n
x bx b
b
x bb
b
C n x b
b b
ga a g
ga g
a p
a g
- -+ +
-+
¥
=
+Y = Y
--Y -
 ++å  (26) 
 
1 1
1
1 2
2 2
1
sinh ( )( , ) ( , )
sinh 2
sinh ( )( , )
sinh 2
1 ( ) ( ) sin ( ).
2
r r
r
i a o i a o
n n
n n
x bx b
b
x bb
b
e C e C n x b
b b
a a
a a
a
a a p
a
-¥
=
G +F =F G
G --F - G
-- ++Gå  (27) 
但し， , ( ) ( 1,2)a =r omnC m は Fourier 係数であり，次式で定義さ
れる． 
 1( ) , ( ) ,o rmn mn mn mn r mn mnC f i g C f i ga a a e a-= - = -  (28) 
 ( ) ( )1/ 2 1/ 22 22 2/ 2 , / 2 .n n r rn b k n b kg p p e mé ù é ù= - G = -ê ú ê úë û ë û  (29) 
従って，式(26)，(27)を式(15)に代入すれば，領域 x b< にお
ける ( , )x aF の具体形を導くことができる． 
以上の結果を総合すると，次式が得られる． 
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式(30)を用いて若干の計算を行うことにより，a が帯状領域
2 0cost q< k に属するものとして，以下の各式が導かれる． 
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式(32)，(33)は連立 Wiener-Hopf 方程式であり，分解操作に
より解くことができる．なお，式(36)により定義される
( ), ( ), ( ), ( )K L M Na a a a は核関数である． 
4．核関数の分解 
 核関数 ( ), ( )L Na a は以下に示す積形式に分解できること
が知られている[13]． 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
L L L L L
N N N N N
a a a a a
a a a a a
+ - + +
+ - + +
ü= = - ïïýï= = - ïþ
 (37) 
但し， ( 0.57721566 )C =  を Euler 定数として， 
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核関数 ( ), ( )K Ma a については，積形式の分解は複雑であ
る．小林が先に確立した手法[13]を適用することにより，こ
の核関数は以下に示す積形式に分解できる． 
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ここで， (1),(2) (1),(2)( ), ( )a a+ +K M は次の関数 
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の分解関数を表し，以下の各式で定義される． 
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 1/22 2 1/ 2( 1)( ) , ( ) .r r r r r rt t kb k ke m e mé ù= + - =ê úë û  (50) 
又， ( 1,2,3, , ), ( 1,2,3, , )a a= = c sn c n sn N n N は各々，核関数
( ), ( )K Ma a のもつ 1 位の極である．これらの極は，比誘電
率 re ，比透磁率 mr の無限長スラブに沿って伝搬する表面波
の固有値に対応する．式(37)，(40)に現れる分解関数 ( ),L a  
( ), ( ), ( )N K Ma a a   はすべて t >< 2k において正則かつ非
零であり，a¥において以下の漸近的振舞を示す． 
 1/ 2 2( ), ( ), ( ), ( ) ( ), .L N K M O ka a a a a t-    >= <  (51) 
以上において得られた結果を用いて，次節では Wiener-Hopf
方程式を解くこととする． 
5．Wiener-Hopf 方程式の解 
 式(32)の両辺に ( )i ae La a  を掛け，和形式の分解を施した
後に解析接続の原理，端点条件，Watson の補助定理，式(51)
および Liouville の定理を考慮すると，次式が導かれる． 
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但し， 
 , ,( ) ( ) 1 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
s d s dU U U S S Sa a a a a a+ + -=  - =  -  (53) 
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d s o o d s r r
on n n rn n nC C C C C Ca a a a a a= - = -   (54) 
であり， 2C は図 2 に示すような実軸に平行に走る無限積分
路である． 
  
図 2．積分路 1 2 2 0, (0 cos ).t q< < <C C c k  
 
式(52)に含まれる積分の評価を行い，結果を整理すると，
若干の計算の後に以下の各式が得られる． 
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但し， 
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 ( ) / ( ).n r n n r n nr e g e g= -G +G  (57) 
 式(55)には未知スペクトル関数 , ,( ) 1( ), ( )
s d s dU Sa a+ を被積分関
数にもつ無限積分，および未知数 , ,( ) 1( ), ( )
s d s d
n nU i S ig+ G  
( 1,3,5, )n =  が含まれているため，これらは Wiener-Hopf 方
程式(32)の形式解に過ぎない．従って，無限積分を近似的に
評価したうえで未知数を数値的に決定する必要があるが，
小林らが論文[7]-[9]で確立した手法を適用すれば，この操作
を実行することができる． 
以上の解析は式(32)の解法に関するものであるが，さらに
式(40)を考慮して式(32)の両辺に ( )i ae Ka a  を掛け，式(33)に
ついても，両辺に ( )i ae Na a  , ( )i ae Ma a  を掛け，分解操作
を施せば，式(55)に類似の形式解 , , ,1 ( ) 1( ), ( ), ( )
s d s d s dS V Da a a+ を導
くことができる．なお，近似解の導出の詳細については，
紙面の制約上，記述を省略する． 
6．散乱遠方界 
実空間における散乱界は，次の Fourier 逆変換 
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¥+
- -
-¥+
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を評価することによって導かれる．便宜上， sin ,x r q=  
cosr q=z ( )p q p- < < なる座標変換を施し，鞍部点法を適
用することにより，散乱遠方界の漸近表現が ,x b><  
( )kr¥ において，以下のように導かれる． 
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7．むすび 
本研究では，任意定数の誘電率，透磁率を持つ媒質から
なる四角柱による平面電磁波の回折問題を取り上げ，H 波
入射の場合について，Wiener-Hopf 法による厳密な解析を行
った．得られた解析結果は，角柱内部の多重反射及び端点
における多重回折による効果を厳密に考慮しているため，
角柱断面の幅が波長程度以上であれば，一様に有効である． 
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